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Capitulo 1

o0 A [ ]

Seqiiéncias e Séries Numéricas

1.1 Seqiiéncias Numéricas

Uma seqiiéncia de nimeros reais pode ser entendida como uma lista infinita e ordenada

de ntimeros reais, como, por exemplo:

0,1,2,3,...n,... ou - ...
Eis a definicao:

Definicao 1.1.1. Uma sequéncia é uma func¢ao definida no conjunto dos numeros naturais,

que a cada n € N associa um nimero a, € R.

N={1,2,3,...}
N — R
no—oa

(an)

Notagoes:
a1, a2,as,...,0p,...
Exemplos:
1 . 11
1. Sendo a, = —, temos a seqiiéncia 1, =, —,---
n 23

2. Sendo a, = 6, temos a seqiiéncia constante:

6,6,...6, ...



Qg1 =1
3. Sendo (a,) onde temos

(lgn:4

704,74, ...

Consideremos as seqiiéncias:
. 1
ap=n; Bp=(=D" e y,=—.
n
Como funcoes eles podem ter os seus graficos tracados, mas ele geralmente sao pouco

significativos.

Bn Tn

Y
Y

Y

Uma representacao mais conveniente para seqiiéncias pode ser obtida colocando-se os

pontos aj, as, az, ... sobre uma reta.

Y

> |
>

: | :
Bi=0s=-- 0 [o=0s=-- 0 71737 M

Y

Esta representacao pode mostrar para onde a seqiiéncia “esta indo”.

A seqiiéncia (a,,) “diverge”para infinito, a seqiiéncia (3,) é dita “oscilante”e a seqiliéncia

(Vn) “converge para 0”.
Todas estas frases podem ser definidas precisamente, e é o que faremos.

Defini¢ao 1.1.2. A seqiiéncia (a,) € dita convergente com limite £ se para cada € > 0
dado, 3N = N(e) € N tal quen > N = |a, — | < €.
3



Observe: —c <a, —{<e ouseja { —e<a,</l+c¢.

( | | \

{—¢ ¢ ap P+e

A partir de um certo N todos os a, estdo no intervalo (£ —e, £+ ¢).
Da arbitrariedade do € temos que os a,, vao se juntando em torno de ¢.

Notagao: lim a, =/ ou (a,) — (.

n—oo

Observacao 1. Note que a definigdo anterior é muito parecida com a de lim f(z) = ¢,

r—00

vista anteriormente.

Observacao 2. (Quando uma seqiiéncia tem limite 0 frequentemente ela sera dita infi-

nitésima.

Exemplos:

1
1. (—) — 0 De fato:
n
Dadoe > 0.

1
Queremos: N e Ntalquen >N = — <¢
n
1 1
>N=—<—.
mas n <y

1
Basta entao tomar NN tal que N <e [ouseja: N >

2.( i )—>1
n—+1

m | =

De fato:
Dadoe > 0.
Queremos: N € N tal que n > N = o <€
n+1
n 1
mas -1 =
n+1 n+1
1 1
>N = 1>N+1= < :
" n L
1
BastatomarentéoNE(——l),NEN.
€

Definigao 1.1.3. Uma seqiiéncia (a,,) é dita divergente quando ela nao € convergente.
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Resultado: Toda seqiiéncia divergente é sempre de um dos tipos:

(I) Seqiiéncia divergente para +oo
Uma seqiiéncia (a,) é dita divergente para 400 quando dado K > 0, arbitrario, 3N €

N Tal quen > N = a, > K.

(IT) Seqiiéncia divergente para —oo
Uma seqliéncia (a,) é dita divergente para —oo quando dado K > 0, arbitrario, 3N €

N Tal quen > N = a, < —K .

(III) Segqtiéncia oscilante
Uma seqiiéncia (a,) é dita oscilante quando diverge, mas nem para 400 e nem para

—00.

Definicao 1.1.4. O conjunto {a, /n € N} € chamado conjunto de valores da seqiiéncia

(an).

Exemplos:
1. (cos(nm)). Conjunto de valores: {—1,1}
1 . 1
2. (—). Conjunto de valores: {—; n € N}
n n

Observacao: Uma seqiiéncia pode ser multiplicada por um nimero e duas seqiiéncias
podem ser somadas, da mesma maneira como estas operacoes sao feitas com fungoes com

contra dominio R, pois sao particulares fungoes deste tipo.

Entao:
(an) + (bn) = (an+by)

c-(an) = (c-an)
Ainda: Podemos multiplicar duas sequiéncias fazendo:
($n) * (tn) = (s - tn)

mais ainda: Se t, # 0, Vn, entao

Para o céalculo de limite, usaremos o seguinte resultado, bastante intuitivo:



Teorema 1.1.5 (Teorema da Substitui¢ao). Se

lim f(x)=L, entio lim f(n)=1L,

r—00 n—oo

L sendo um nimero real, —oo ou 0.

Y

Observagao: A reciproca do resultado anterior é falsa, em geral. Por exemplo:

lim sen(nm) =0 mas lim sen(mz) nao existe

n—oo r—00

Exemplos:

1. Para p > 0 inteiro,

1 1
lim — =0; logo Ilim —=0.

r—o0 P n—oo MNP
: 1., : : Lo
2. Como lim (1+ —)% =e, vale igualmente que lim (1+—)"=e .
T—00 T n—00 n

1 1
3. Como lim zz =1 entao lim n» =1 ouseja, lim Vn=1.
n—oo

r—00 n—oo

3
4. lim — =7
n—oo e<n
. 328
Calculemos lim —

Tr—00 €
. 328 . 922 . 18z .18
lim — = lim —— = lim —— = lim =0,
z—oco 2% z—oco 22 z—oco 42 z—o0 862

onde aplicamos a Regra de L’Hopital repetidamente, sempre verificando em cada passagem
intermediaria que ainda temos uma forma indeterminada.
Pelo Teorema da Substituicao:

33
lim 2= =0 .



Limites de seqiiéncias tém propriedades semelhantes a limites de funcoes, vistos anterior-

mente. Enunciaremos algumas delas:

Se lim a, =L e lim b, = M entao:

n—o0 n—oo

(i) lim (a, £b,) =L+t M

n—oo

(ii) lim (ca,)=cL (c€ R)

n—oo

(i) lim (anb,)=L-M

) . an, L
(i) lim (%) = 7 (se M £0).

Outra propriedade andloga ao caso de limite de funcao é a seguinte:

m a, =0 (%)

e Se lim |a,| =0 entao 1
n—oo n—oo

Exemplos:
1
1. (— - 2COS(E)> — 7
n n
1 us
- — QCOS(—))—> 0 —2-1=-2
n n

0 se |r|<1
4. Sendo r um numero real, tem-se lim r" =

n—oo

1 se r=1.
Se |r| > 1 our = —1 a seqiiéncia (™) é divergente.

De fato:
lim |r|*=0 se |r| <1.

Pelo Teorema da Substituigao, lim |r|" =0 ou seja lim |r"| =0.
n—oo n—oo
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Pela propriedade (%) anterior temos que lim 7" =0 se |r| <1.
n—oo

e Ser=1,temos " =1edai lim r" =1

n—oo

e Ser=—1, temos r" = (—1)" e assim (r") é divergente.

o lim [r|* =00 se |r|>1= lim |[r|" = o0
n—oo

Tr—00

Neste caso os termos da seqiiéncia (™) correspondentes a valores pares de n crescem

além de qualquer nimero quando n aumenta, o que a impede de ser convergente.

Uma seqiiéncia em que cada termo, a partir do segundo, é o produto do anterior por uma

constante r ¢é dita progressao geométrica (P.G.) de razao r.

ay, ray, rla;, riaq, - ouseja a, =a;r" !,

Pelo exemplo anterior e usando a propriedade (ii) temos que se |r| < 1 a PG é convergente

a 0. Deixamos para o leitor o estudo do caso |r| > 1.

Vamos agora enunciar o mais importante Teorema para seqiiéncias. Para isso necessita-

remos dos seguintes conceitos:
Definicao 1.1.6. Uma seqiéncia (a,) € dita:

(i) crescente se a,.1 > a,, VneN.

(ii) estritamente crescente se a1 > a,, Vn € N.
(iii) decrescente se a,y1 < a,, Vn €N.

(iv) estritamente decrescente se a,.1 < a,, Vn € N.



(v) mondtona se for de um dos tipos acima.

Definicao 1.1.7. e (a,) € dita limitada superiormente se, para algum nimero real

A, tem-se a, < A, VneN.

e (a,) € dita limitada inferiormente se, para algum nimero real B, tem-se B < a,,

VneN.

e (a,) € dita imitada se for limitada superior e inferiormente.

—

aq a9 ay Qs
as

seqiiéncia crescente

]
1
ag aq as A

seqiiéncia limitada
superiormente

—

Qs as a9 aq
aq

seqiiéncia decrescente

l
T
B aq as ag

seqiiéncia limitada
inferiormente

Teorema 1.1.8 (Teorema Fundamental sobre Seqiiéncias).
(a) Toda seqiiéncia crescente e limitada superiormente € convergente.
(b) Toda seqiiéncia decrescente e limitada inferiormente é convergente.

Observagao 1. No caso (a) se a, < A, Vn €N entdo a, < lim a, < A.

n—oo

No caso (b) se B <a,, VneN entao B < lim a, < a,.

n—oo

% %
: : : : : : : : : :
a; ay a3 lima, A B lima, a4 ay
n—oo n—oo
Gy as



Observagao 2. Se (a,) é crescente e nao é limitada superiormente entao a,, supera qualquer
nimero positivo, para todo indice suficientemente grande, logo, diverge para oo .
De modo andlogo se (a,) é decrescente e nao é limitada inferiormente, ela diverge para

—Q.

Teorema 1.1.9. Seja f uma fungdo continua em (. Se (a,) — { e a, pertence ao dominio

de [, para cada n, entio (f(a,)) — f(£).

Observagao: O teorema anterior em outra notacgao:

Se lim a, =/{ e I%f(x):f(ﬁ)

entao
lim f(a,) = f(¢) = f( lim a, )
Exemplos:

: (ln(nil)>ﬁ k
’ <n11>—> :

e In é continuaem 1.

Assim (ln( " )>—> In1=0
n—+1
/ 2
2. ( 1—|——>—> ?
n
2 i i 2
1+—-)—1 ecomo\/_econtlnuaemltemosque 1+—] —=+vV1=1.
n n

Propriedades: (Tente provar)

1. Se a, <b, paran>kese(a,) — L e (b,) — Mentdo L <M.

10



2. Se a, < b, paran >k ese (a,) — oo entdo (b,) — 0o.
3. Se (a,) é limitada e (b,) — 0 entdo (a, - b,) — 0.

Teorema 1.1.10 (Teorema do Sanduiche). Se existe um nimero k tal que a, <b, < ¢,

para todon > k e se (a,) = € e (¢,) — £ entio (b,) — ¢.

Exemplos:
1 (cosn) 0
n
De fato:
Os‘cosn‘él; (0) >0 o 1 S0
n n n
Logo, pelo Teorema do Sanduiche, (‘ CosnD — 0. Assim, (Cosn) 0.
n n
n
2. 0
(n2 + 1) -
De fato:
n 1 '
0< <= e continue ...
n2+1 n

3. Discuta a convergeéncia da seqiiéncia | — | .
n

Primeiramente note que neste caso nao é possivel o uso do Teorema da Substituicao.

_q 1.2 123 12 n
R T R R D i R R
1 <2 3 n) .
Notemos que a,, = —- | —+— -+ — | e assim
n \n n n
1
0<a, <-—.
n

1
Como (—> — 0, pelo Teorema do Sanduiche temos que (a,) — 0.
n

1 1 1
4 =4+ —=+ - — ] = 0.
(\/ﬁ vn+1 \/2n)
De fato:

n+1 1 1 1

< —+ + .-
V2n \\/ﬁ vn+1 \/2711

n + 1 parcelas

1 eo0. Subst. . 1 "Ho6 . 1 .
limn+ Teo. Subst hmz—i_ L op lim —w— = lim v2r = oo
n—oo +/92n T—00 /21 T—00 E T—00

11



Logo, pela propriedade 2 anterior temos o resultado.

Propriedade: lim a,,, = lim a,, para qualquer valor de k € N.
n—oo n—oo
Em linguagem corrente: Isto significa que nao se altera a convergéncia de uma seqiiéncia

quando se desconsidera um niumero finito de termos.

Exercicios:

1
1. Considere s,, = 1—1—5—1—---—1——. Prove que (s,) — o0.
n

Resolugdo: Como (s,,) é crescente, existem duas possibilidades, a saber:
(1) (s,) ¢ limitada superiormente e assim pelo Teorema Fundamental para seqiiéncias
(s,) seria convergente.

(ii) (s,) ndo ¢é limitada superiormente e assim (s,) — 00.

—1, s =l4n, sy=1ta
S1 =1, S = 2753_ 92 37

1+1+1+1>1+1+1>31
S4 = —+ -+ - -+ = C =, S5,...
4 2 '3 "4 22 97 7B

I I I S S N N
Sg = —t+ -t -ttt =+=-+= -+ =+ (=)
® 2 '3 45 6 7 8 222 2
~—— ~
>3 >4-1

Pode-se mostrar, por inducao, que

, VkEeN.

N | —

Assim (s,,) ndo ¢é limitada superiormente, portanto: lim s, = 0o.

n—oo

2. Seja (a,) construida pelo processo de indugao de modo que a; = V2, as=V2+V2,
.y Qpe1 = V2 + a, . Mostre que (a,) é convergente com limite 2.

Provemos, por indugao, que (a,) é crescente:
(1) a; < G

12



(ii) Suponhamos valido paran — 1, isto é: a,_1 < a,

=24 ap1 <V2+a, = ani1 .
Assim a,, < a1, portanto (a,) ¢ crescente.

Provemos, por indugao, que 3 é limitante superior de (a,):

(1) CL1:\/§<3

(ii) Suponhamos a,-1 < 3. Entao

an=/2+an 1 <V2+3<V9=3

portanto (a,) é crescente e limitada superiormente e assim, pelo Teorema Funda-

metal para seqiiéncias, (a,) — ¢, mas a,+1 =+2+a,, logo
2 _
ap 1 =2+ ay, .

= lima’,, = lim(2+a,) =2+ lima,=2+(.

n—oo n—oo n—oo

Assim (? =24(¢=/(=2 ou {=—1. Logo { =2, pois sabemos que ¢ > 0.

Portanto, lim a, = 2.

n—oo

12
3»@(—+7+m+3>:?
n

n—oo \ N2 n?

Vejamos alguns termos:

1, —+ + 4

Nl W)
O w

PRI

N \V)
NaN I

Y

e~ =

Y

Voltemos ao termo geral:

1 +2+ +7l_]_—|—2—|—+n soma de PA T n—|—1_1 1

n? = n? n® n? B 2 n2 2 o
1 n 11 1

Assi li 4+ — ) =1 T

s o e+ 5) = m (5 30) =

13



1.2 Séries Numéricas

1.2.1 O que é uma série?

Consideremos uma fita de comprimento 1. Vamos tentar recompo-la, partindo de uma
metade, cujo comprimento é %, etapa 1 do processo.

Cortamos a metade restante ao meio, obtendo uma fita de comprimento % , a qual é
justaposta a metade inicial, etapa 2 do processo.

Assim sucessivamente.

. 1
1
2 -
Etapa 1
>
Etapa 2 ' I
»
Etapa 3 ' I I
. , 1
Na etapa 1 o comprimento da fita é s; = 3"
Na etapa 2 o comprimento da fita sera:
N 1 1 N 1
So=81+ ===+ = .
2T T2 T g T g2

Na etapa 3 o comprimento da fita sera:

+1 1+1+1
S3=8+ ===-+=5+=.
3772093 T 9 g2 T g3

Na etapa n o comprimento da fita sera:

+1 1+1+ +1
Sn:Snf - = — JE— -
Phon =9 T o2 on

o |
)
[\&}
)
w
)
=

14



E natural esperar que
1 1 1 1
stm Tttt =1
onde as ultimas reticéncias pretendem indicar que a soma deve ser feita indefinidamente, isto
é, trata-se de uma soma com infinitas parcelas.
Parece natural definir tal soma como sendo lim s,. E o que faremos.

n—oo

Usando a férmula (que serd provada posteriormente)

n_1
a+ar—|—ar2+--~—|—ar”’1:ar 1;7°7é1
7"‘_
1 1
paraonosso CaSO, em queazéeTZQ ,Vem
S S +1_1(§)"—1_1 1"
Sn =5 T T o3 2 I T 2) -

Assim lim s, =1.
n—od
Obtivemos, entao, com a definicao dada de soma infinita, o valor 1, que é o comprimento
da fita toda dada inicialmente.
Vamos as definigoes:

Consideremos a seqiiéncia (a,) .

A partir da seqiiéncia (a,) vamos construir a seqiiéncia (s,) do seguinte modo:

S1 = ay
82:(11+CL2

S3 = a1+ as +as

Sp =0 +ar+aztas+---+a,

Definigao 1.2.1. A seqiiéncia (s,) € chamada série associada & seqiéncia (a,). Cada
Sn € referido como soma parcial de ordem mn . Os termos a, sio chamados os termos

da série.

Notacgao: Zan ou Zan ou Zan ou aj+ag+---+a,+- -

n>1 n=1
Exemplos:

15



L (an) = ((=1)"*).
Construimos a seqiiéncia (série):
si=a; =1
Sg=ay+ay =0

53:a1+a2+a3:1

2 (o= ().

Construimos a seqiiéncia (série):

S1 = 1

1
S9 = 1 —+ 5

LTI S
2 3 n
6
3. (an) = <W> :0,6; 0,06; 0,006, ....

Construimos a seqiiéncia (série):
S1 = 0,6

$9=0,6+ 0,06 = 0, 66
s3 = 0,66 + 0,006 = 0, 666

Wl Do

Observe que (s,) —
Escrevemos

2
5 = 0.6+0,06+0,006 + - -

Definigao 1.2.2. A série > a, ¢ dita convergente se a seqiéncia (s,) for convergente.

Caso contrdrio a série é dita divergente.

o0

Se a seqiiéncia (s,) é convergente para S dizemos que a série E a, € convergente com

1
soma S.

16



Notacgao: Z ap, =S

n=1
)

Portanto, quando escrevemos E a, = S queremos dizer que adicionando um nimero
n=1

suficiente de termos da série podemos chegar tao proximo quanto quisermos do niimero S'.

Note que
Zan =S5 = lim s, = lim (ZGZ)

Observacgao: Deve ficar claro que S ¢ o limite de uma seqiiéncia de somas e nao é obtido

por adicao simplesmente.

Exemplos:
1. ;nTH—l - Série Telescopica
1 1 1 1 1 1 1 1 1
n— T——= —_— — = (1—-— - — R =1—-
w=iatoat ey PTG -0 ) nt

1
Assim lim s, = lim (1 — ) =1.

1
L L
o8o ;n(wr 1)

Observagao: Este é na realidade um dos exemplos de uma soma telecopica: por
causa de todos os cancelamentos, a soma colapsa (como um antigo telescépio-luneta)

em apenas dois termos.

o
2. Z(—l)” é divergente.
Aqui s, = —1 para n impar e s,, = 0 para n par.

Portanto (s,) ndo converge.

3. Z 2" diverge.
1
Aqui s, =2+ 22+ .- + 2"

(s,) mnao é limitada e assim nao é convergente.

1
4. Z — diverge - Série Harmonica.
n

n=1

17



: 1 1
Aqui s, =1+ -+ 4+ —.
2 n

Ja vimos anteriormente que  (s,) — 00.

Algumas séries sao importantes pois servem como referéncia para o estudo de outras. A

Série Telescopica, a Série Harmonica sao exemplos deste tipo. Outro exemplo seria a Série

Geométrica.

A Série Geométrica E ar" ' =a+ar+ar’+--- (a #0) é convergente se, e somente

n>1
, a
se, |r| <1, caso em que sua soma é )
-
Assim
2 n a
a+ar+ar®+---+ar +---:1—,|r|<1 (%)
-

onde r ¢ dito razao da Série Geométrica.

De fato:

(i) Ser =1entdao s, =a+a+---+a=na, que tende a oo ou —oo, conforme a > 0

ou a < 0. Portanto a série é divergente.

(i) Se r # 1, temos:
Sn = a+ar+ar?+---+ar"?

rs, = ar+ar’+ar®+---+ar".

Subtraindo membro a membro:

sp(l—r)=a—ar" =a(l—1r").

(1—1r") a a
ortanto s, = a~— 1"

e Se |r| < 1, como vimos anteriormente, (r") — 0 e assim

_ , a a a a , a
lim s, = lim — r' ) = — < lim r" = )
n—00 n—oo \1—7r 1-—7r 1—r 1—1r noo 1—r
e Se |r] > 1 our = —1, como vimos anteriormente, (r") é divergente e pela

expressao anterior de s,, 0 mesmo acontece com ele. Logo a série é divergente. [

Exemplo:

18



(a) Calcule a soma da série geométrica

R
5 25
(b) Escreva o nimero 4,728 = 4,7282828--- como quociente de inteiros.

Resolugao:

(a) Para descobrir a razao, dividimos o segundo termo pelo primeiro

2 4 -2
r=— = — = —
-2 10 5
Como a = —2, usamos (*) para obter a soma desejada
-2 =2 =2 -10
1-(-%) 1+2 1 7

(b) Temos:
4,728 = 4,7282828 .-+ =4.7+0,02828--- =
= 4,7+0,028 + 0,00028 4+ 0,0000028 + - - - =

.47 28 28 28 B

= 1—0—1—1—034-1—054_1_07_'_..._

A7 i _ 4T 28 4681

10 1—55 10 990 990
28 1

[usamos () com a = o5 e rzl_OQ]

1.2.2 Propriedades das séries

Lembrando que uma série nada mais é do que uma seqiiéncia, aplicando as propriedades

de seqiiencias obtém-se:

Teorema 1.2.3. Se E a, € E b, sao convergentes e ¢ € um numero real, tem-se:

n>1 n>1
. Z(an:l:bn) = Zanizbn
n>1 n>1 n>1

oo o
° E can:cg ay, -
n=1 n=1

19



Exemplo: Calcule Z (3% -5 §—n> :

n=0
=1 1 3
Temos: = T =3
n:03 1—§ 2
> 2") i <2)” 1
Z — p— —_— f— :3'
n 2
n=0 <3 n=0 3 L= 3

Usando as propriedades anteriores:

/1 2" (1 = /2\" 3 27
g — —5— :E — —55 -] ==—-5.-3=——.
n=0 < 3” 3n ) n=0 (3” ) n=0 ( 3 ) 2 2

Exercicios: Calcule

(a) f: (3% + (_?%) Resp.: i

n=1

N 1
(b) EO o Resp.: 3

S 3 1

E —_—t+ = !
(c) (n(n +1) + 2”) Resp

Zan (1)

n=1

Z Ag+n (2>

Se (2) € convergente com soma b entdo (1) é convergente com soma

Teorema 1.2.4. Sejam

a=a +ay+a3+---+a;+b

o
Prova: Seja s, = a; + as + - - - + a, o reduzido de ordem n da série E Q-
n=1

o0

Seja 8, = g1 + Qg2 + - - - + agypn 0 reduzido de ordem n da série E Qgin

n=1

n—oo n—oo

ag) + 5, | =(a1+as+---+ag) +b
Assim (s,) —a=a1+as+---+a,+b .

20
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Observacgao 1: A reciproca é verdadeira.

Observacao 2: O resultado anterior nos diz que um numero finito de termos nao afeta a
convergeéncia ou divergéncia de uma série, ou seja, o seu carater. Por outro lado, fica claro
que a soma da série é afetada pela inclusao ou remocao de um numero finito de termos.

o0

= 1 1
E lo: J& vi —  =1.  Consid —
xemplo: J4 vimos que nz:; PP onsideremos agora nz:; TEEY
(i) Pelo teorema anterior temos :
— 1 1.1 1 9 3 1
Zap(n+ 1) G5+ 12 11
(ii) Fazendo diretamente pela definigao:
1 n 1 (1 1)+<1 1) o 1 1 ) 1 1
Sp=—+... =(=-=—2)+(z—=)-- — = ——
4.5 (44+n).(5+n) 4 55 6 44n 5+n 4 5+n

1 1 1
Logo lim s, = lim (7 —==—) =

// //

Até agora aprendemos a calcular apenas as somas das séries geométricas e da série te-
lescépica.

Na verdade calcular a soma de uma série é, em geral, muito dificil. Podemos, no entanto,
fabricar exemplos de séries para as quais conseguimos calcular suas somas, observando o se-
guinte:

Se a, =b, — b,y 1, entao
sn:a1+a2+a3+---+an— bl—% % %3 % —b4 + +(% bn+1):bl—bn+1.

Portanto, existe o limite de s, < existe o limite de b, .

Caso afirmativo: lim s, = b; — llm bpy1.  Assim

n—oo

Zan—bl— lim by = by — lim 0, .
n=1

Exemplos:
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1
1. Fazendo b,, = — temos
n

Pela férmula anterior

(J& visto anteriormente)

2. Fazendo b,, = Inn , temos

anzlnn—ln(n—kl):ln(nil) :

o0

n

Como lim b, = lim Inn = oo, temos entao que a série g In ( ) ¢é divergente.
n—00 n—o0 n+1

n=1
Podemos observar que também sera divergente a série

> (i) -2 ()

n>1 n>1

1
3. Fazendo b, = — , temos

Jn

Assim

1.2.3 Uma condicao necessaria a convergéncia

Teorema 1.2.5. Se ) a, € convergente entdio (a,) — 0.

Prova: Suponhamos lim s, = s.

n—oo

Temos

an = (a1 +az+--+a,) — (a1 +ag+-+ap 1) =8, — Sp1

lim a, = lim (s, —s,—1) = lim s, — lim s, 1 =s—s5=0
o

n—oo n—oo n—oo n—

Portanto (a,) — 0 .



Observacao: E importante ressaltar que a condi¢ao anterior nao é suficiente para garantir
a convergeéncia de uma série, isto é, se o termo geral a,, tende a zero para n tendendo a oo,

nao ha garantia de que a série converge.

Exemplos:
1 Z 1 diverge
0 g
1
n — n 0
an = (an) —1> 1
No entanto: s, =1+ 3 +- 4= (s,) — oo (visto anterioremente)
n

n-+1 Lo ) . .
2. Z In ( ) ¢ divergente (visto no item anterior) e no entanto

n
n>1
1
lim In (n—i— ) =Ilnl=0.
n—oo n

Como conseqiiéncia imediata do Teorema anterior temos:

Critério de Divergéncia: Se lim a, # 0 entao Y a, é divergente.
n—oo

Exemplos:

n
As séries —1)"n? e sao divergentes, pois seus termos gerais nao tendem

a zero, para n tendendo a oco.

// //

oo
Ja vimos que g — é divergente. Vamos aqui comprovar este fato de uma outra maneira.
n
1
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Assim:

Portanto In(n+1) < s,
Como [(In(n + 1)) — oo] = [(s,) — o).

=1
Logo E — ¢é divergente.
n
1

Vamos agora estimar n tal que s,, > 10.

(i) Ja vimos anteriormente que

Sor > (k+1)-= >10=k > 19 = n > 524.288.

N | —

(ii) Pela estimativa vista logo acima temos

$p > In(n+1) > 10 = n > 23.000.
De fato: 1In23.000 ~ 10,04 .

Assim $93000 > 10 - melhorando sensivelmente a nossa estimativa do item (i)
1.3 Séries de termos nao negativos

Passaremos a estudar condi¢oes sob as quais uma série converge ou diverge, sem ter de
tentar a tarefa, em geral dificil, de calcular sua soma.
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Inicialmente, vamos nos restringir a séries de termos > 0 .

1.3.1 Critério da Comparacao

O resultado mais importante, sobre o qual outros se apoiam, e que permite decidir se
uma série converge ou nao comparando-a com outra série de comportamento conhecido é o
seguinte:

Critério da Comparagao: Suponhamos que, a partir de um certo indice, verifica-se 0 <

an < b,.
(a) Se > b, é convergente, entao » . a, é convergente.
(b) Se > a, é divergente, entao Y b, é divergenete.
Prova:

(a) Para facilitar vamos supor 0<a, <b,, Vn>1.

Temos:

o0
@+ ay+-tan Sbitbyt by <Y by
n=1
O que mostra que a seqiiéncia s, = a1 + as + --- + a, ¢ limitada superiormente por
o
> b
n=1
Como (s,) é crescente, pois S,11 — S, = apy1 > 0, podemos dizer, pelo Teorema Funda-

mental para Seqiiéncias, que ela é convergente, o que quer dizer que a série Y a,, é convergente
o

(com soma < Z bn) .
1

(b) Como exercicio.

Exemplos:
oo 1 )
1. E m (& Convergente.
De fato,
1 1
0 < <
- (n+1)?2 " nn+1 - 00
Crité 1

0o == ——— é convergente,

Z 1 —1 Comparacao ; (n + 1)2 &

1 n(n+1) com soma < 1.
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=1
Obs: — 6 t <14+1=2.N lidade: — =
S Z e Convergen €, COoIm soma =~ + a realldade Z n2 6

n2

1

1
(Euler - 1736).

2.27

é divergente.

De fato,
0< ! < 1
n \/ﬁ C " o 1
© rivdgio Z T diverge
Z - diverge Comparagao 1
n

Exercicios: Verifique se as séries abaixo convergem. Caso positivo, dé uma estimativa para

a soma.

Resp.: converge, com soma < 1

Resp.: converge, com soma < 3

Resp.: diverge.

Resp.: diverge.
O critério da comparacao acarreta o seguinte critério, em geral mais facil de ser aplicado.

Critério da Comparacao usando Limite:

. T . . a
Suponhamos que a partir de um certo indice, verifica-se a,, > 0, b, > 0 e que lim — =

n—oo n

L>0(L €R). Entao > a, e > b, sdo ambas convergentes ou ambas divergentes.

n . L n 3 .
Prova: Se lim dn _p, > 0, existe N € N tal que — < Z— < o5 quando n > N, ou seja:

n—oo Oy 2
L 3L
n>N¢0<§bn<an<7bR.
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L
Se " a, converge entao 5 b, converge (Critério da Comparagao anterior).

2 L
Logo > b, =—>_ 5 b, converge (Teo. 1.2.3).

L
~ . L. 3L
Inversamente, se Y b, converge entao »  a, converge, ja que ela é minorante de - by,

a qual é convergente (Teo. 1.2.3 e Critério da Comparagao anterior).
Temos provado:

Zan converge <— an converge.

Assim
Zan diverge <:>an diverge.

O

. . Gp ~ .
Exercicio: Prove que se lim — =0 e se ) _ b, converge entdo »_ a, converge (Aqui a,, >0
n—oo
n

e b, > 0). Exiba exemplos para mostrar que se » _ a,, converge nada podemos concluir sobre

b,

Exemplos:
= 3n+5
1. .
= 1

Consideremos a série E on convergente
1

3n+5

. oom . 3n+5
lim — = lim =
n—o00 2—n n—o00 n

3>0.

Assim, pelo Critério da Comparacao usando Limite, a série dada é convergente.

2. 2n + n?
2. ; T
1
Consideremos a série Z — - divergente
n

2n+n? 2 3
. B . 2n"+n
lim ”1+1 =lim —=1>0.
n—oo > n—oo n3 -+ 1

Assim, pelo Critério da Comparacao usando Limite, a série dada é divergente.
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1.3.2 Critério da Integral (Cauchy-1837)

oo
Dada a série Z an, ap, > 0. Suponhamos que exista uma func¢ao f(z) > 0, continua e

1
decrescente (para x > 1) tal que f(n) = a, .

Entao

> 00
Zan é convergente <= / f(z)dz é convergente.
. 1

Prova: Comparando as areas da figura a seguir temos:

n+1
/ f@)dr <ai+-+an (1)
1

Comparando as areas da figura a seguir temos:

n Y,
as+as+---+a, < [ f(x)dx

ou /

ait+ay+--+a, <a+ [ flz)de (2)

ai

(i) Se a integral / f(z)dx for convergente a desigualdade (2) fornece
1

sn—;ai§a1+/1nf(yc)da:§a1—|—/loof(:c)d:c—]\/[

desde que f(z) > 0. Logo (s,) seria uma seqiiéncia crescente e limitada superiormente
e assim, pelo Teo. Fundamental para Seqiiéncias, seria convergente. Isto significa que

> a, converge.
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(ii) Se a integral / f(z)dz for divergente entao </ f(x)d:c) — 00, quando n — o0,
1 1

porque f(z) > 0. A desigualdade (1) fornece entao que s,, — oo e assim »  a,, diverge.

Assim: A série e a integral sao ambas convergentes ou divergentes. O
=1
Exemplo: Z — converge <= p>1
np
n=1
(i) p>0
. 1 ) . . 1
Seja f(x) = —, continua, positiva, decrescente sobre [1,00). Ainda f(n) = o
x n
=1 Crit. da *© dx ja
Z — converge = «— — converge «— p>1.
1 np Integral 1 xP visto
(i) p<0O

1 ritério
lim — #0 Ct: Z s diverge

p . 7.
n—oo T Divergéncia

: 1 _ 1
Obs. 1: A série > — é chamada série harmoénica e a série » — de série harmoénica
n

generalizada.

™

o0 1 2
Obs. 2: — = — Euler - 1736
2 6
n
1

Prova longa. Para maiores detalhes vide Simmons- pg. 701.

[e.e]

. 1 .
Pelo resultado anterior sabemos que E — ¢ convergente. Qual seria a sua soma?
n

1
Resposta: Problema em aberto ainda hoje. Para maiores detalhes vide Simmons pg. 87.

o0
. A . 1
Exercicio: Estudar a convergéncia da série Z .
— 1+ n?
Faremos de dois modos:
(a) Usando o Critério da Comparacao:
1 1
0< < — 00
- 14+ n2 — n2 Critério Z 1 converge
—
i Comparagao 1 1+ n?
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(b) Usando o Critério da Integral:

1
Seja f(x) = T continua, positiva e descrescente em [1,00).

Notemos que f(n) = T
n

< dx b dr o
= i 1 B T T_T
/1 14 22 T /1 1+ 22 m (arctg b — arctg 1) i
= 1
Logo a série Z T é convergente.

1

// //

Suponhamos que o Teste da Integral possa ser usado para mostrar que a série »  a, é
convergente e que desejamos encontrar uma aproximagao para a soma S da série.

A diferenca entre a soma S e a n-ésima soma parcial s,, é o resto de ordem n, R,,.
Rn:S_Sn:an+1+an+2+an+3+”'

O resto R, ¢é o erro feito quando a soma real S ¢é estimada usando-se a n-ésima soma

parcial s, .

A figura ao lado fornece:

(e 9]

Rn:an+1+an+2+"'§/ f(l‘)df[’

n

A figura ao lado fornece:

[ee]

Ry, = apy1 + apgo + - > / f(z)dx

n+1

n—‘i—l n:|—2 n+3 --- X
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Acabamos de provar a seguinte estimativa para o erro:

Teorema 1.3.1. Se Y a,, convergir pelo Teste da Integral e R, = S — s, entdo

/ f flade < 1, < [ " fa)d

Exemplo: Aproxime a soma da série Z — com erro < 0,005.
n

n=1

Erro < 0,005 significa que temos de encontrar um valor de n tal que R,, < 0,005. Como

1 1
fin = / P
1
fazemos — < 0,005.
2n? .
Resolvendo, obtemos: n? > oL 100 ou n > 10.

Precisamos de 10 termos para garantir precisao de 0,005.

| 1 1 1
Assim Z 3 ~Sg=—+ =+ -+ — =~ 1,1975, com erro de no maximo 0,005 .

13 23 103
n=1
- 1
Exercicio: Mostre que a série E ———, converge e encontre o numero de termos
— n(lnn)
necessarios para se obter sua soma com erro < 0,05. (Resp. n > 4,85 x 10%)

1.3.3 Critério da Razao (ou de D’Alembert)

Seja a,, > 0 para todon € N.

Ap+t1

Suponhamos que lim
n—oo an

=r.
e Ser < 1 entdo ) a, converge.
e Ser > 1 entao ) a, diverge.

Prova:

(i) Suponhamos r < 1.
Escolhemos um ntmero s tal que r < s < 1.

a a
Entao como ( n+1) — 1, existe NV € N tal que (n >N = 2t )
Qp, Qn,
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Logo: (i1

0<ani1 <s-ay

0<ayio<s-any1 <s*-an

0<anix < s ay

oo o0

Como E an s¥ = ay E s* converge (série geométrica de razao com médulo < 1) o
k=1 k=1
(e, 9]
Teste da Comparacao mostra que E an.r converge e isto implica na convergeéncia de
k=1

[e.9]

S a.

1

(ii) Suponhamos r>1 (re€R ou r = 0).

a a
Como lim — =1, existe N tal que n > N = 1 < —L oy seja
n—oo Ay n
O<any <anyrp, k=1,23,...
Logo (a,) # 0 e portanto ) a, diverge. O

~ a .
Observagao: Quando ( n+1) — 1 nada se pode afirmar. Vejamos os exemplos:

Qnp
1 1
2n ¢ X

1 1 an, .
Temos que Y — diverge e Y —; converge e no entanto ( H) — 1, nos dois casos.
n n an,
Exemplos:
1
1. —
n!
a ( 11)' 1
Aqui  —tt — A —-0<1.
d a, < n+1

1
Assim, pelo Critério da Razao, ) — converge.
n!
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i
371
Aqui

an+1:n+1_>l<1.
ap 3n 3

n
Logo, pelo Critério da Razao, Y, n converge.

1

n2n
An+1 . n

4  (n+1)-2 2

Logo, pelo Critério da Razao, Y. —on converge.
n n

3. %

Aqui <1.

|
T P
3n 1
Aqui ot _ T — 0.
an, 3

|
Logo, pelo Critério da Razao, % diverge.

nn

nl

. \" 1\"
Aqui a+1:<n+ ) :(1—1——> —e>1.
apn n n

n

n
Logo, pelo Critério da Razao, Y. — diverge.
n!

1
6.
2 2k+1 .
2+ ¢
Aqui etl _ ’; — 1.
Qe 2 -+ %
Assim, pelo Critério da Razao, nao podemos concluir nada, mas
0< ! < !
2k +1) 2k+1°
C 3 1 121,(1. te. £ lo Critério da C .
omo » ——— = — —— é divergente, temos pelo Critério da Comparacao
2ok+1) 2 &k+1 BEILE, P baracac,

que >

1 ¢é divergente.

1.3.4 Critério da Raiz (ou de Cauchy)

Seja a, > 0 para todo n € N.

Suponhamos que lim Va, =r.

n—oo

e Ser <1 entdo Y a, converge.

e Ser > 1 entao Y a, diverge.
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Prova:

(i) Suponhamos r < 1.
Escolhemos um nimero s tal que r < s < 1.
Entao como (/a,) — 7, temos que existe N € N tal que (n > N — {/a,, <s) ou seja

n>N=a,<s".

0 r| s 1
oo o0
Como E s" converge (Série Geométrica de razao com moédulo < 1) temos que E ap
n=N n=N

converge (pelo Critério da Comparagao).

Assim ) a,, converge.

(ii) Suponhamos r > 1.
Entao existe N € Ntal quen > N = 1< a,.

0 1 r
Assim: (n > N = 1 < a,). Logo (a,) # 0 e portanto ) a, diverge. O

Observacao: Quando (w"/an) — 1 nada se pode afirmar. Vejamos os exemplos: considere-

1 1 1
mos as séries » oe > ek Temos que » - diverge e Y 3 converge e no entanto:

De fato:
1 1
Yn=nn=en "

1 Inx . 1 .
Como [ —-Inn| —0 —— | — 0] e a funcao exponencial é continua no zero temos
n x

que ({/n) — 1.

Analogamente (,”/#) — 1

Exemplos:
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n

x
Pelo Critério da Raiz >, — converge, Va > 0.
nn

1
2 (Inn)»

1 \v 1
=— —0.
((ln n)") Inn
Pelo Critério da Raiz )

n converge.

1
(Inn)

Nk 1\ *
2 (E) —2-13=2. (E) — 1, visto anteriormente

2k:
5 diverge.

K3

2k
k3

2k %
(k) -2
Pelo Critério da Raiz )
1\ F
4. 1——
=)
KR
1 1
1—— =1—-—-—1.

Pelo Critério da Raiz nao podemos afirmar nada.

7 N
> =
N———
|
I

k
Notemos que (1 — E) — — # 0. Logo, pelo Critério da Divergéncia, a série dada
e

diverge.

~ . ~ . a .
Observacao: Pode-se provar que se lim a, = L entao lim ntlo_ . Assim, quando,

n—oo n—oo an

pelo Critério da Raiz, obtemos L = 1, nao adianta apelar para o critério da Razao, porque

este também fornecerd L = 1.

1.4 Séries de termos quaisquer

1.4.1 Convergéncia Absoluta

Definigao 1.4.1. A série > a, € dita absolutamente convergente se a série > |a,| for

convergente.
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Teorema 1.4.2. Se Y a, € absolutamente convergente entdo > a, é convergente.

Prova: Seja b, = a, + |a,|.

Entao 0 < a, + |a,| < 2|a,| ouseja 0<b, <2a,l.

Se Y a, é absolutamente convergente entao » 2|a,| é convergente e pelo Critério da
Comparagao b, é convergente. Como a, = b, — |a,| temos que > a, = > (b, — |an]) =

> by — > |as| é convergente como diferenga de duas séries convergentes. O

Obs.: Acabamos de mostrar que convergéncia absoluta implica em convergéncia. A reciproca

nao ¢ verdadeira.

1 1
Exemplo: 1 — 3 + 371 + -+ é uma série convergente (veremos adiante). A série dos

modulos é > — | que é divergente.
n

Uma série que converge, mas nao converge absolutamente é dita condicionalmente

convergente.

Exercicios Importantes:

|an+l’

1. Dada a série Y a, tal que lim =r>1 (reR ou r=o00).

Mostre que a série é divergente.

Resolugao: Pela hipotese, sabemos que 3 N € N tal que (n >N = |7n+’1| > 1).
Qp,

( \
\ ]

|
0 1 L r
|an+1|

|anl

>1

Assim n > N = |ay| > |ay|. Logo (an) A0 % Sa, diverge.
Div.

- e

—lan] 0 lan]
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2. Dada a série Y a, tal que lim /|a,|=7r>1(r € R ou r =00). Mostre que a série
n—oo
¢ divergente.

Sugestao: Conclua que (a,) # 0.
Tendo em vista o Critério da Razao enunciado em 1.3.3. e o exercicio 1 anterior podemos

enunciar:

Critério da Razao Geral:

Seja Y a, , onde a, # 0.

a (g
(a) Se (| n+1|> — 1 < 1, a série é absolutamente convergente.

(b) Se (’anH’) — r > 1, a série é divergente.

An+1 .. ..
(c) Se u — 1, a série pode ser absolutamente convergente, condicionalmente con-
|an|
vergente ou divergente.

Um enunciado analogo pode ser dado para o Critério da Raiz Geral.

1.4.2 Séries Alternadas

Definigao 1.4.3. Uma série do tipo by — by + b — by + -+ (=1)""'b, + -+, onde b, > 0 é

chamada uma série alternada.
o

Teorema 1.4.4 (Critério de Leibniz (1705)). Uma série alternada Z(—l)”’lbn, b, >0

1
em que (b,) € decrescente e infinitésima é convergente com soma S, onde |S — sp| < bpiq -

A idéia da prova pode ser retirada da figura a seguir:
b

by
bs

by
bs

be

0 So Sy4 S¢ S Ss S3 S1
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Por exemplo: |S — s5] < bg.

Passemos entao a prova:

Sop = Sop—2 + bap—1 — by, > 5959
——_———

>0

Assim (sy,) é crescente. Ainda:
Son = by — (by — b3) — (by — b5) — - -+ (bap—2 — bap—1) — bay, < by.

Logo (s2,) € crescente e limitada superiormente. Pelo Teorema Fundamental para Se-
qiiéncias ($2,) é convergente, digamos (sg9,) — 5.

As somas parciais impares podem ser vistas como So,11 = Sop, + bopi1 . Assim

lim <52n+1) = lim (Sgn + bQ”H—l) = lim Son + lim b2n+1 =85 + 0=25.

n—oo

Como ambas as somas parciais pares e impares convergem para S, temos que lim s,=S5.

n—oo

Para finalizar, da ilustragao anterior fica claro que |S — s,| < b,41, Vn € N.

Exemplos:
1 1 1 , . .
1. 1— 3 + 371 + ..+ - Série Harmonica Alternada.

1
(b,) = (ﬁ) — 0 e (b,) é decrescente.

Pelo Critério de Leibiniz, a série é convergente.
Ainda: Nao é absolutamente convergente.

Assim: E uma série condicionalmente convergente.

1\ /1\* /1) [1\°
21— (= ) — (= ) -
Entao b, = — . (b,) — 0, decrescente.

n2

Pelo Critério de Leibiniz, a série é convergente.
o0

1
Na realidade a série é absolutamente convergente ( E —2>
n
1

n
2n—1

é alternada, sendo que b, = é decrescente, mas

3. A séri 1"
série ;( ) T—

1 ~ .
lim b, = 3 # 0 e assim o Critério de Leibniz nao se aplica.
n—oo

Observemos que lim (—1)"
n—o0 2n —

a série dada ¢é divergente.

1 nao existe, e assim pelo Critério para Divergéncia,
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Exercicios resolvidos:

o0

Inn
1. Teste a série 1" ara convergencia ou divergéncia.
;( ) R g g
. . i Inn
Resolucdo: A série dada é alternada, onde b,, = pE
n

A condigao (b,) — 0 pode ser verificada sem maiores problemas.

A condigao (b,) decrescente ja nao é imediata, como nos exemplos anteriores.

. ~ ., n . . ;
Consideremos a func¢ao de varidvel real correspondente f(z) = cuja derivada é
x

+1
1+ é —Inx
fi(x)= NCESVEE
A derivada é negativa, e assim a funcao é decrescente, se Inz > 1+ = )

X

1
Observemos que 1 + — <2 parax =1,2,3,....
x

Assim a seqiiéncia (b,,) decresce quando Inn > 2, ou sejan > 8.

(o)
Inn
Logo, pelo Critério de Leibniz, a série -1 converge.
£0, P nZ;( ) n+1 5
Portanto a série original também converge.

(_1)n+1
2n —1
obter um erro que nao exceda 0,001 em valor absoluto?

Resolu¢do: (b,) = (

2. Prove que a série g converge. Quantos termos sao necessarios a fim de se

2n —1
Pelo Critério de Leibniz a série dada é convergente. Ainda:

> — 0, decrescente.

1
<0,00l & 2n+1> —— =1000 < n > 500.

N [ P S—
5= snl < bniy = 50—y 0,001

Portanto sao necessarios 500 termos, no minimo.

oo

3. Idem ao anterior, para a série z:(—l)”_1
1

1
Resolu¢do: (b,) = (m) — 0, decrescente.
n—1)!

1
(2n —1)!

Pelo Critério de Leibniz a série dada é convergente. Ainda:

|S - Sn| < bn+1 =

20+ 1) 1).§07001<:>(2n+1)!21000<:>n23,.
n — 1)!

Assim

11 101
~ro L L0 e
S 31 e T 10 S8
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Portanto, S ~ 0,84 com duas casas decimais exatas.
Note como a convergeéncia desta série ¢ bem “mais rapida”do que a da série do exercicio
anterior.

L o (=Dm
. Estude a convergéncia da série —_
22: n(lnn)?

Resolucdo: Temos uma série alternada.
1
(bp) = | ——— ) — 0, decrescente. Pelo Critério de Leibniz é convergente.
n(lnn)?
Analisemos a convergéncia absoluta.

Vamos aplicar o Critério da Integral.

1
f(z) = ———= , continua, decrescente para x > 2
z(Inz)?
o < dx bodx
dr = —— =1 _
/2 f(x)de /2 z(lnx)? bggo/Q z(Inz)?
T u=lms [du 1 1

/ d
r(lnx)?2 w2 w Inz’

Assi /Oo dx I 1 1 1

im: ——=lm|——-— | =—

% 5 z(lnz)2  b-c\In2 Inbd In2
~

Portanto, a série converge absolutamente.

oo

1
Obs.: Séries do tipo Z W sao chamadas Séries de Abel. Temos o resultado:
n(lnn

=~ 1
XQ:W converge < p > 1.

. Seja a série alternada:

21+2 1+2 1+2 1+2 1+
11 2 2 3 3 4 4 5 5

Observe que (b,) — 0 e que a série é divergente. Falha o Critério de Leibniz?

1 1 1
Resolugao: =1 =1+ =1+-4+=-, ...
esolucao: so , S4 +2, Sg —|—2+3,

Temos: (s9,) — 00 e assim a série é divergente. Nao temos falha do Critério de Leibniz.
O que acontece é que uma das hipdteses do critério nao estd satisfeita. Neste caso, (b,)

nao ¢ decrescente.
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6. Seja a série alternada:

11 1 1 1 1 1 1

37275 @7 migomtT
Mostre que a série dada ¢é divergente e que (b,) — 0. A seqiiéncia (b,) pode ser

decrescente?
o
Resolucdo: Neste caso temos diferenca de duas séries, a saber: E

1

1 (divergente)

o
1
com Z o (convergente). Assim a série dada é divergente.
n=1

Observemos que (b,,) — 0.
(b,) nao pode ser decrescente, pois se o fosse estarfamos nas condigoes do Critério de

Leibniz e a série seria convergente.

Exercicios Propostos:

1. Mostre que se > a, e ».b, sado convergentes e a, > 0, b, > 0 entdo » a,b, é

convergente.
2. Caso possivel, dé um exemplo de um par de séries convergentes > a, e > b, tal que

> anb, seja divergente.

1.4.3 Reagrupamentos - Parenteses

= (-1

Consideremos a série convergente Z . Tomemos
- n
1 1 1 1
S=1l—--+-—-4+-—=-+=
(%) 5 + 371 + 6 + -+

ou

1 .1 1 1
27 3 1t6"

Enxertando zeros teremos ainda

1+1 1+1+
g 10 12 14

(s4) Ls—o0+it0-tio4iio-]
skok — — — - — — —_— e
2 2 4 6 8
Somando (*) e (*%) obtemos:
3 1 1 1 1 1
25 =1 - _Z 4z .
25 —|—0+3 2+5+0+7 1
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Cancelando os zeros

3 1 1 1 1 1
B S T e
(% %) 3= lt3 -3t t7 3

Comparando com (x) vemos que as duas séries tém os mesmos termos. Eles sé estao

reagrupados de formas diferentes.

Dizemos que (x * %) é um reagrupamento de (x).
Observe: A seqiiéncia das reduzidas da série (x) é completamente diferente da série (x * ).

Entao: Quando reagrupamos uma série podemos alterar sua soma. Isto vem enfatizar mais

uma vez que série infinita nao é simplesmente uma soma.

Prova-se:

1. Se uma série é condicionalmente convergente, entao, mediante reagrupamentos conveni-
entes podemos obter uma série divergente ou uma série convergente para uma soma pré
escolhida S (vide: Theory and Applic. of Inf. Series - Konrad Knopp’s - pgs. 138-139;
318-320).

2. Se a série Y a, é absolutamente convergente, com soma S , entdo todo reagrupamento
de > a, converge para S (vide: Advanced Calculus - Buck - pg. 169). (Esta é uma das

razGes para a importancia da convergéncia absoluta)

Outra operacao com séries que pode alterar soma é a colocacao ou nao de parenteses.

Exemplo:

o0

D (=11 —141-1+41--- diverge.
1

Facamos: (1—-1)4+(1—1)+(1—1)+--- converge para 0
ou ainda

l1-(1-1)—-(1—-1)—(1—=1)—--- converge para 1.

42



Analise as seqiiéncias reduzidas destas trés séries e veja como elas s@ao completamente
diferentes.

Prova-se:

Se a série inicial é convergente qualquer agrupamento de seus termos em parenteses nao

alterard a sua soma. (Tente provar. Nao é muito dificil) (x)

(x) Exemplo: ar + (az +az) + (as + a5 +ag) - - -

Sequéncia das reduzidas é uma subseqiiéncia da seqiiéncia das reduzidas original.

1.4.4 Complemento

Onde o Calculo é mais potente do que computadores

Erro comum: Truncando uma série o erro que se comete é menor do que o primeiro termo
negligenciado.

[e.9]

1 -
Z 001 (série convergente, p > 1).
1

Vamos somar até¢ que ——- < 0,000000005 ou seja n =N = 196.217.287.
nls —_—
8
N
Depois de usar um computador veloz terifamos Sy = ; o0 < 19,5,

o0

1 > dx
1 ].
De fato: Y4 1
YT oo
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b

*® dx . b dx ; 20,001
1001 pIn = lim
L ab00l Tl [0l T s 0,001

b—0,00l 1 1
j = lim (———————— 41000 ) = 1000
boc (—0,001 * o,oo1> s (_0,001 pooor + >

1

Assim, usando o computador terfamos chegado a menos do que 2% da resposta correta.
Mais ainda:

Adicionando 10'°° termos obterfamos ainda uma soma menor do que 207.

Observacao: 10'% = 1googol - ¢ maior do que o nimero de particulas elementares no

sistema solar.
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